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Глава 9

СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

§ 9.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ
Определение. Случайной величиной называется величина, которая в 

результате испытания или измерения принимает одно возможное зна-
чение, заранее неизвестно какое.

Случайными величинами являются, например, число очков, выпада-
ющее при бросании игрального кубика, число студентов на лекции, 
продолжительность жизни человека, рост людей и т. д.

Случайные величины обычно обозначают заглавными буквами ла-
тинского алфавита X, Y, ..., а их возможные значения — строчными бук-
вами x1, x2, ..., y1, y2, ...

Мы рассмотрим два класса случайных величин — дискретные и не-
прерывные.

Дискретной случайной величиной называют случайную величину, ко-
торая в результате испытания или измерения может принимать отдель-
ные значения с определенными вероятностями, которые можно прону-
меровать.

Мы будем пользоваться следующим менее строгим, но более понят-
ным определением дискретной случайной величины, которое примени-
мо ко всем рассматриваемым далее дискретным случайным величинам.

Дискретной случайной величиной будем называть случайную величи-
ну, которая в результате испытания или измерения может принимать 
отдельные изолированные друг от друга значения с определенными ве-
роятностями.

Например, число очков, выпадающее при бросании игрального ку-
бика, может принимать только целые значения от 1 до 6. Число студен-
тов на лекции также может быть только целым. Отметим, что дискрет-
ная случайная величина может принимать не только целые, но и дроб-
ные значения. К примеру, на гранях игрального кубика можно написать 
дробные числа, и тогда при бросании кубика будет выпадать дробное 
число очков. Число возможных значений дискретной случайной вели-
чины может быть конечным или бесконечным.

Отметим, что формально можно считать дискретной случайной ве-
личиной величину, которая всегда принимает единственное значение. 
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Мы будем использовать это при 
рассмотрении свойств дискретных 
случайных величин.

Непрерывной случайной величи-
ной  называется случайная величи-
на, которая в результате испытания 
или измерения может принимать 
любые значения из некоторого ко-
нечного или бесконечного проме-
жутка.

Например, продолжительность 
жизни, рост людей, температура 

боль ного могут принимать любые значения из некоторых промежутков. 
Число возможных значений непрерывной случайной величины беско-
нечно.

Дискретные и непрерывные случайные величины можно изобразить 
на числовой оси (рис. 9.1, 9.2).

§ 9.2. ДИСКРЕТНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ
Рассмотрим сначала дискретные случайные величины. Заранее неиз-

вестно, какое значение принимает случайная величина в результате ис-
пытания или измерения. Однако часто можно найти вероятность, с ко-
торой случайная величина принимает то или иное значение.

Определение. Законом распределения дискретной случайной величины  
называется соответствие между всеми возможными значениями этой 
случайной величины и их вероятностями.

Часто закон распределения задается в виде таблицы (табл. 9.1).

Таблица 9.1. Закон распределения дискретной случайной величины  

X x1 x2 ... xn

p p1 p2 ... pn

Здесь x1, x2, ..., xn — возможные значения случайной величины; p1, 
p2, ..., pn — соответствующие этим значениям вероятности.

Составим, например, закон распределения числа очков, выпадаю-
щих при бросании игрального кубика. Возможные значения этой слу-
чайной величины — целые числа от 1 до 6. Вероятность выпадения ка-
ждой грани p = 1/6. Следовательно, закон распределения имеет вид, 
представленный табл. 9.2.

х1 х2 х3 хn Х

Рис. 9.1. Дискретная случайная вели-
чина может принимать только значе-
ния x1, x2, ..., xn

Рис. 9.2. Непрерывная случайная ве-
личина может принимать любые зна-
чения из промежутка от xmin до xmax

Хxmin xmax
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Таблица 9.2. Закон распределения числа очков при бросании игрального кубика

X 1 2 3 4 5 6

p 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

Закон распределения может быть представлен также в виде фор-
 мулы.

Основные особенности закона распределения случайной величины 
можно описать несколькими числами, определяемыми соответствую-
щими формулами. Эти числа называются числовыми характеристиками 
случайной величины. К ним относятся: математическое ожидание, ди-
сперсия и среднее квадратическое отклонение.

Математическое ожидание
Определение. Математическим ожиданием дискретной случайной ве-

личины  X называется сумма произведений всех возможных значений ве-
личины X на соответствующие этим значениям вероятности.

Пусть случайная величина может принимать только значения x1, x2, 
..., xn. Тогда математическое ожидание, обозначаемое M(X) или дается 
следующим равенством:

   1 1 2 2
1

... ,
n

i i n n
i

M X x p x p x p x p


        (9.1)

где xi — возможные значения случайной величины; pi — соответствую-
щие им вероятности. В формуле (9.1) используют одно из обозначений 
математического ожидания M(X) или  и либо знак суммы

 
1

,
n

i i
i

x p



либо сумму в виде x1p1 + x2 p2 + ... + xn pn.
Пусть, например, для некоторой студенческой группы из 10 человек 

закон распределения для числа студентов, присутствующих на занятии, 
имеет вид, представленный табл. 9.3.
Таблица 9.3. Закон распределения числа студентов, присутствующих на занятии

X1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p 0 0 0 0 0 0 0 0 0,1 0,8 0,1
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Математическое ожидание случайной величины X1, представляющей 
собой число студентов, присутствующих на занятии, равно

M(X1) = x1 p1 + x2 p2 + ... + x10 p10 = 0 · 0 + 1 · 0 + 2 · 0 + ... +
+ 8 · 0,1 + 9 · 0,8 + 10 · 0,1 = 9.

Смысл математического ожидания заключается в том, что оно пред-
ставляет собой среднее значение случайной величины при большом числе 
испытаний или измерений. Причем, чем больше число испытаний, тем 
ближе среднее значение к математическому ожиданию. Примем это 
 утверждение без доказательства. В нашем примере математическое ожи-
дание M(X1) = 9 представляет собой среднее число студентов данной 
группы, присутствующих на занятии.

Свойства математического ожидания
Приведем основные свойства математического ожидания.
Свойство 1. Математическое ожидание постоянной величины равно 

этой постоянной:
 M(C) = C,   C = const.

Свойство 2. Постоянный множитель C можно выносить за знак ма-
тематического ожидания:

 M(CX) = CM(X),    C = const.

Свойство 3. Математическое ожидание суммы или разности (алге-
браической суммы) случайных величин X и Y равно сумме или разности 
математических ожиданий этих случайных величин:

 M(X ± Y) = M(X) ± M(Y).

Свойство 4. Математическое ожидание произведения двух независи-
мых случайных величин X и Y равно произведению их математических 
ожиданий:
 M(XY) = M(X) · M(Y).

Докажем некоторые из этих свойств.
Доказательство свойства 1. Константу C можно рассматривать как 

случайную величину, принимающую единственное значение x1 = C с 
вероятностью p1 = 1. Поэтому

 M(C) = C · 1 = C.
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Доказательство свойства 2. По формуле (9.1) для математического 
ожидания

M(CX) = Cx1 p1 + Cx2 p2 + ... + Cxn pn = 
=C(x1 p1 + x2 p2 + ... + xn pn) = CM(X).

Свойства 3 и 4 примем без доказательства.

Мода
Определение. Модой  распределения дискретной случайной величины 

называют такое значение случайной величины xm, вероятность которого 
больше вероятности предыдущего и последующего значений, т. е. веро-
ятность имеет максимум в точке xm.

В законе распределения могут быть один, два и более максимумов 
вероятности. Каждое значение случайной величины, соответствующее 
максимуму вероятности, называется модой. Распределения, имеющие 
одну моду, называются одномодальными, а распределения, имеющие две 
или более мод, называются двухмодальными или многомодальными.

Пусть, например, случайная величина имеет закон распределения, 
представленный табл. 9.4.
Таблица 9.4. Закон распределения случайной некоторой величины

X 1 2 3 4 5
p 0,05 0,2 0,3 0,4 0,05

Мода этой случайной величины равна 4. Для данного распределения 
мода не совпадает с математическим ожиданием, которое равно 3,2.

Дисперсия дискретной случайной величины
Рассмотрим два распределения дискретной случайной величины. 

Пусть, например, один закон распределения представлен табл. 9.3 и 
описывает число студентов, пришедших на занятия в некоторой группе 
из 10 человек. Пусть в другой студенческой группе из 10 человек закон 
распределения аналогичной случайной величины имеет вид, представ-
ленный табл. 9.5.
Таблица 9.5. Закон распределения для числа студентов, присутствующих на 
                        занятии в группе 2

X2 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p 0 0 0 0 0,1 0,1 0,1 0,4 0,1 0,1 0,1
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Математическое ожидание, рассчитанное для закона распределения 
из табл. 9.3, было равно M(X1) = 9. Нетрудно подсчитать, что для другой 
группы M(X2) = 7.

Видно, что кроме разных математических ожиданий различен раз-
брос возможных значений случайной величины около математического 
ожидания. Для характеристики этого разброса вводится дисперсия дис-
кретной случайной величины.

Определение. Дисперсией  дискретной случайной величины называется 
математическое ожидание квадрата отклонения этой величины от ее ма-
тематического ожидания.

Дисперсия обозначается D(X) или D, либо 2(X) или 2:

 D(X) = 2(X) = M{(X – )2},

где X — случайная величина;  — ее математическое ожидание.
Воспользовавшись определением математического ожидания (9.1), 

получаем выражение для дисперсии:

           
2 2 2 2

1 1 2 2
1

,...
n

i i n n
i

D X x p x p x p x p


             (9.2)

где xi — возможные значения случайной величины; pi — соответствую-
щие им вероятности.

В формуле (9.2) можно использовать либо знак суммы

  2
1

,
n

i i
i

x p




либо сумму в виде (x1 – )2p1 + (x2 – )2p2 + ... + (xn – )2pn.
Дисперсия характеризует средний разброс (рассеяние) значений слу-

чайной величины около математического ожидания. Чем больше рассе-
яние, тем больше дисперсия случайной величины. В качестве примера 
рассмотрим две случайные величины с разным рассеянием около мате-
матического ожидания.

Пример 9.1. Рассчитать дисперсии двух случайных величин с закона-
ми распределения, заданными табл. 9.3 и 9.5.

Решение. По формуле (9.2) находим:

      2 2 22
1 8 9 0,1 9 9 0,8 10 9 0,1 0,2;         

 
       

     

2 2 2 22
2

2 2 2

4 7 0,1 5 7 0,1 6 7 0,1 7 7 0,4

8 7 0,1 9 7 0,1 10 7 0,1 2,8.

   

  

         

      



1599.2. Дискретные случайные величины

Получили во втором случае большее значение дисперсии:   
2 2
2 1 .    

Из таблиц видно, что рассеяние значений случайной величины во вто-
ром случае также больше в соответствии со смыслом дисперсии.

Для вычисления дисперсии можно пользоваться также следующей 
формулой
 D(X) = M(X2) – 2. (9.3)

Вывод формулы (9.3). Пользуясь свойствами математического ожида-
ния, получаем из (9.2):
D(X) = M{(X – )2} = M(X2 – 2X + 2) = M(X2) – Μ2X + M(2) =

= M(X2) – 2ΜX + 2 = M(X2) – 22 + 2 = M(X2) – 2.
В определении дисперсии (9.2) используется квадрат отклонения 

значений случайной величины от математического ожидания (xi – )2 
по следующей причине. Разность (xi – ) принимает как положитель-
ные, так и отрицательные значения. Можно доказать, что математиче-
ское ожидание отклонения (xi – ) без квадрата всегда равно нулю 
M(X – ) = 0, т. е. не может характеризовать рассеяние значений слу-
чайной величины.

Свойства дисперсии
Приведем некоторые свойства дисперсии случайной величины.
Свойство 1. Дисперсия постоянной величины C равна нулю:

 D(C) = 0.
Свойство 2. Постоянный множитель C можно выносить за знак дис-

персии, возводя его в квадрат:
 D(CX) = C2D(X).

Свойство 3. Дисперсия суммы или разности двух независимых слу-
чайных величин равна сумме их дисперсий:
 D(X ± Y) = D(X) + D(Y).

Доказательство свойства 1. По свойству 1 математического ожида-
ния M(C) = C. Поэтому
 D(C) = M{(C – C)2} = M(0) = 0.

Доказательство свойства 2. Воспользуемся свойством 2 математиче-
ского ожидания M(CX) = CM(X):
D(CX) = M{[CX – M(CX)]2} = M{[CX – CM(X)]2} = M{C2[X – M(X)]2} =

= C2M{[X – M(X)]2} = C2D(X).
Аналогично доказывается свойство 3.
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Среднее квадратическое отклонение
Определение. Средним квадратическим отклонением случайной вели-

чины  называется квадратный корень из дисперсии.
Среднее квадратическое отклонение обозначается буквой σ:

 ( ).D X   (9.4)

Среднее квадратическое отклонение, также как и дисперсия, характе-
ризует средний разброс значений случайной величины около ее математи-
ческого ожидания. Чем больше разброс, тем больше среднее квадратиче-
ское отклонение.

Например, для законов распределения, задаваемых табл. 9.3 и 
9.5, средние квадратические отклонения равны соответственно 

1 0,2 0,45,    2 2,8 1,67.  
Как видно из таблиц, разброс значений больше во втором случае. 

В соответствии с этим 2 > 1.
Если случайная величина X имеет физическую размерность (напри-

мер, метры, килограммы и т. д.), то среднее квадратическое отклонение 
имеет ту же размерность, а дисперсия имеет размерность [X]2 (м2, кг2 
и т. д.).

В отличие от дисперсии, сред-
нее квадратическое отклонение 
можно изобразить на оси случай-
ной величины X. При этом виден 
средний разброс значений случай-
ной величины около математиче-
ского ожидания. Например, для 
случайной величины, определяе-
мой табл. 9.5, можно отметить на 

оси 0x математическое ожидание 2 = 7 и среднее квадратическое от-
клонение 2 ≈ 1,67 (рис. 9.3).

§ 9.3. НЕПРЕРЫВНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ
В случае непрерывной случайной величины нельзя написать закон 

распределения в виде таблицы, поскольку непрерывная случайная ве-
личина может принимать любые значения из некоторого промежутка. 
Для характеристики распределения непрерывной случайной величи-
ны используют функцию распределения и плотность распределения веро-
ятностей.

Рис. 9.3. Возможные значения, мате-
матическое ожидание μ и среднее ква-
дратическое отклонение σ случайной 
величины с законом распределения, 
задаваемым табл. 9.5

Хμσ2 σ2

0     1     2     3     4     5     6    7     8     9    10
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Функция распределения непрерывной случайной величины
Определение. Функцией распределения  непрерывной случайной вели-

чины X называется функция F(x), равная вероятности того, что в резуль-
тате испытания случайная величина примет значение, меньшее x:

 F(x) = P(X < x), (9.5)

где F(x) — функция распределения; x — аргумент функции распределе-
ния; X — случайная величина; P(X < x) — вероятность того, что случай-
ная величина X примет какое-либо значение, меньшее x.

Аргумент функции распределения задается произвольно. Например, 
F(2) = P(X < 2). Здесь P(X < 2) — вероятность того, что случайная вели-
чина X в результате испытания примет какое-либо значение, меньшее 2.

Мы определили функцию распределения непрерывной случайной 
величины. Аналогично можно определить функцию распределения дис-
кретной случайной величины, но мы не будем ее рассматривать.

Каждая непрерывная случайная величина имеет свою функцию рас-
пределения. Однако есть общие свойства функции распределения. При-
ведем некоторые из них.

Свойства функции распределения
Свойство 1.     0  F(x)  1.

Свойство 2.       lim 0, lim ( ) 1.
x x

F x F F x F
 

     

Свойство 3. Функция распределения является неубывающей функ-
цией.

Свойство 4. Вероятность попадания значения случайной величины 
в результате испытания в интервал a < X < b равна

 P(a < X < b) = F(b) – F(a). (9.6)

Последнее свойство справедливо для непрерывной функции распре-
деления F(x), т. е. не испытывающей скачков. В дальнейшем мы будем 
рассматривать только такие функции распределения.

В соответствии со свойствами можно нарисовать типичный график 
функции распределения, представленный на рис. 9.4.

Функция распределения F(x) неубывающая и принимает значения в 
пределах от 0 до 1.

Докажем некоторые из свойств функции распределения.
Доказательство свойства 1. Свойство 1 следует из того, что функ-

ция распределения F(x) равна вероятности события, а вероятность со-



162 Глава 9. Случайные величины

бытия может принимать значения 
0  p  1.

Доказательство свойства 3. Для 
доказательства того, что функция 
распределения F(x) является не-
убывающей, надо доказать, что для 
любых двух значений аргумента x1 
и x2 из условия x1 < x2 следует, что 
F(x1)  F(x2). Пусть x1 < x2. Собы-
тие X < x2 можно представить как 

сумму двух несовместных событий X < x1 и x1  X  x2. Тогда по фор-
муле (8.4)
 P(X < x2) = P(X < x1) + P(x1  X < x2),

откуда

 P(x1  X < x2) = P(X < x2) – P(X < x1) = F(x2) – F(x1). (9.7)

По свойству вероятности P(x1  X < x2)  0, поэтому получаем 
F(x2) – F(x1)  0 или F(x2)  F(x1). Для непрерывной функции распреде-
ления нестрогое неравенство x1  X < x2 в (9.7) можно заменить строгим 
и получить
 P(x1 < X < x2) = F(x2) – F(x1).

Таким образом, мы доказали формулу (9.6).
Можно доказать, что для непрерывной случайной величины, имею-

щей непрерывную функцию распределения F(x), вероятность того, что 
случайная величина примет определенное значение, равна нулю:

 P(X = a) = 0.

Таким образом, мы можем говорить только о вероятности попадания 
непрерывной случайной величины в некоторый интервал (a, b).

Плотность распределения вероятностей непрерывной 
случайной величины

Определение. Плотностью распределения вероятностей (плотностью 
вероятности)  f (x) непрерывной случайной величины X называется про-
изводная функции распределения F(x) этой случайной величины:

 f (x) = F (x). (9.8)

х

1

0

F(x)

Рис. 9.4. График функции распределе-
ния непрерывной случайной величины 
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Здесь f (x) — плотность вероятно-
сти; F(x) — функция распределения.

Типичный график плотности ве-
роятности представлен на рис. 9.5. 
Рассмотрим некоторые свойства 
плотности вероятности, из которых 
будет виден ее наглядный смысл.

Свойства плотности вероятности
Свойство 1. Вероятность того, 

что в результате испытания слу-
чайная величина примет какое-ли-
бо значение в интервале (a, b), 
обозначается P(a < X < b) и равна определенному интегралу от f (x) в 
пределах от a до b:
        ,

b

a

P a X b f x dx     (9.9)

где f (x) — плотность вероятности.
Геометрически вероятность P(a < X < b) равна площади криволи-

нейной трапеции abCD, изображенной на рис. 9.5.
Свойство 2. Вероятность того, что в результате испытания случайная 

величина примет какое-либо значение в малом интервале (x, x + Δx), 
приблизительно равна

 P(x < X < x + Δx) ≈ f (x) · Δx. (9.10)

Это приближенное равенство тем точнее, чем меньше Δx.
Свойство 3. Интеграл от плотности вероятности в пределах от –∞ до 

+∞ равен 1:
   1.f x dx





  (9.11)

Свойство 4. Плотность вероятности является неотрицательной фун-
кцией: f (x)  0.

Доказательство свойства 1. Поскольку по определению f (x) = F (x), 
где F(x) — функция распределения, то F(x) является первообразной 
функции f (x). По формуле Ньютона–Лейбница интеграл от плотности 
вероятности в пределах от a до b равен

      .
b

a

f x dx F b F a   (9.12)

у

ba х0

D

C

Рис. 9.5. График плотности вероят-
ности f (x) непрерывной случайной 
величины
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Тогда из (9.6) и (9.12) получаем (9.9).
Доказательство свойства 2. По формулам (9.9) и (9.12)

        .
x x

x

P x X x x f x dx F x x F x


          (9.13)

Разность F(x + Δx) – F(x) есть приращение функции F(x). По свой-
ству дифференциала функции приращение функции приблизительно 
равно дифференциалу

 F(x + Δx) – F(x) ≈ F (x) · Δx. (9.14)

Объединяя (9.13), (9.14) и определение f (x) = F (x), получаем форму-
лу (9.10).

Доказательство свойства 3. Свойство 3 следует из (9.12) и свойства 2 
для функции распределения F(x):

       1 0 1.f x dx F F




      

Доказательство свойства 4. Свойство 4 следует из определения плот-
ности вероятности f (x) как производной функции распределения F(x) и 
из того, что функция F(x) неубывающая (производная неубывающей 
функции F (x)  0).

Свойство 2 определяет наглядный смысл плотности вероятности 
f (x). Плотность вероятности f (x) пропорциональна вероятности того, 
что в результате испытания или измерения случайная величина X примет 
значение в малом интервале вблизи x: (x, x + Δx).

При одинаковой величине Δx вероятность больше для тех значений 
x, для которых больше f (x). Таким образом, функция f (x) и ее график 
(см. рис. 9.5) определяют распределение вероятности значений случай-
ной величины, получаемых в результате испытания или измерения. По-
этому функция f (x) называется плотностью распределения вероятно-
стей.

Числовые характеристики непрерывной случайной величины
Так же, как в случае дискретной случайной величины, введем число-

вые характеристики непрерывной случайной величины, к которым отно-
сятся математическое ожидание, дисперсия и среднее квадратическое 
отклонение. В случае непрерывной случайной величины числовые ха-
рактеристики часто называют параметрами случайной величины или па-
раметрами распределения.
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Определение. Математическим ожиданием непрерывной случайной ве-
личины  называется величина, равная определенному интегралу

     .M X xf x dx




     (9.15)

Здесь M(X) или  — математическое ожидание; f (x) — плотность веро-
ятности.

Определение. Дисперсией непрерывной случайной величины  называется 
математическое ожидание квадрата ее отклонения от математического 
ожидания:

      22 ,D X x f x dx




     (9.16)

где D(X) или 2 — дисперсия;  — математическое ожидание; f (x) — 
плотность вероятности.

Определение. Средним квадратическим отклонением непрерывной слу-
чайной  называется квадратный корень из дисперсии

  ,D X   (9.17)

где  — среднее квадратическое отклонение; D(X) — дисперсия.
Если случайная величина может принимать значения только на от-

резке [a, b], то в интегралах (9.15) и (9.16) пределы интегрирования при-
нимают также равными a и b.

Формулы (9.15) и (9.16) аналогичны соответствующим формулам 
(9.1) и (9.2) для дискретной случайной величины, только суммирование 
заменяется интегрированием, а вероятности pi заменяются плотностью 
вероятности f (x).

Смысл числовых характеристик непрерывной случайной величины та-
кой же, как у дискретной случайной величины. Математическое ожи-
дание характеризует среднее ожидаемое значение случайной величины, а 
дисперсия и среднее квадратическое отклонение характеризуют средний 
разброс (рассеяние) случайной величины относительно математического 
ожидания.

Рассмотрим простейший пример распределения непрерывной слу-
чайной величины.

Пример 9.1 (равномерное распределение). Равномерным распределе-
нием называют такое распределение непрерывной случайной величи-
ны, при котором плотность вероятности постоянна внутри некоторого 
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отрезка [a, b] и равна нулю вне его. Таким образом, плотность вероят-
ности равна

  
 
 
 

0, ;

, ;

0, .

x a

f x C a x b

x b


  
 

График этой функции изображен на рис. 9.6.
Постоянную C можно определить, пользуясь свойством 3 плотности 

вероятности (см. формулу (9.11)):

     1,
b

a

f x dx Cdx C b a




     

откуда 
 

1
.C

b a




Функция распределения в рассматриваемом случае равна

 

 

 

 

0, ;

, ;

0, .

x a

x a
F x a x b

b a
x b


 

  


 
Это нетрудно проверить, поль-

зуясь определением плотности ве-
роятности f (x) = F (x).

График функции распределе-
ния представлен на рис. 9.7.

Найдем числовые характери-
стики случайной величины с рав-
номерным распределением. Мате-
матическое ожидание равно

  

   
2 2 2

.
2 2 2

b

a

b

a

x
xf x dx dx

b a

x b a a b
b a b a





   


 
  

 

 

Как видно, математическое ожида-
ние совпадает с серединой отрезка 
[a, b].

f(x) 

ba х

C

Рис. 9.6. График плотности вероят-
ности f (x) случайной величины, рав-
номерно распределенной на отрезке 
[a, b]. Стрелки на линиях при x = a и 
x = b означают, что соответствующие 
точки не принадлежат изображенным 
линиям

Рис. 9.7. График функции распределе-
ния случайной величины, равномер но 
распределенной на отрезке [a, b]

F(x) 

ba х

1



1679.4. Нормальный закон распределения

Вычислим дисперсию, пользуясь определением (9.16):

    
2

22 1
.

2

b

a

a b
x f x dx x dx

b a





         

Воспользуемся методом подстановки.

1. Введем новую переменную .
2

a b
t x


 

2. dx = dt.
3.   1 1, ;

2
a b

x a t


 

      2 2, .
2

b a
x b t


 

4. 
3 3 32 2

2 2

0
2

1 1 2 ( ) ( )
2 .

3 3 8 12

b a b a

a b

t b a b a
t dt

b a b a

 



 
    

 

Среднее квадратическое отклонение

 2 .
2 3

b a
   

Среднее квадратическое отклонение для случайной величины с рав-
номерным распределением оказывается несколько меньше половины 
длины отрезка [a, b] (половина длины отрезка равна (b – a)/2). Это со-
гласуется со смыслом среднего квадратического отклонения , которое 
равно среднему отклонению значений случайной величины относитель-
но математического ожидания . В рассматриваемом случае  совпадает 
с серединой отрезка, а половина длины отрезка представляет собой мак-
симально возможное отклонение случайной величины относительно 
математического ожидания.

§ 9.4. НОРМАЛЬНЫЙ ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
Закон распределения непрерывной случайной величины X называет-

ся нормальным , если плотность вероятности  описывается формулой

  
 2

221
,

2

x

f x e





 
 (9.18)

где  — математическое ожидание;  — среднее квадратическое откло-
нение.
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Нормальный закон распределения называется также законом Гаусса   
по имени великого немецкого математика и физика Карла Гаусса, под-
робно исследовавшего этот закон. Мы рассмотрим нормальный закон 
распределения, поскольку многие случайные величины, встречающиеся 
в природе (в том числе в медицине и фармации), распределены прибли-
зительно по нормальному закону с различными значениями  и .

В том, что  является математическим ожиданием, а  — средним 
квадратическим отклонением, можно убедиться, подставив плотность 
вероятности (9.18) в определение  и  (формулы (9.15) и (9.16)) и вы-
числив соответствующие интегралы.

График функции f (x) приведен на рис. 9.8. Этот график называется 
кривой нормального распределения или кривой Гаусса . Максимум кривой 
находится в точке xmax = . Действительно, в этой точке производная 
функции (9.18) равна нулю и изменяет свой знак с «+» на «–» при пере-
ходе через эту точку:

  
   

2

22
2

1
.

2

x
x

f x e






  

 

Знак производной определяется знаком скобки (x – ), поскольку эк-
спонента положительна при любых значениях x.

Максимальное значение плотности вероятности равно

   2

0

2
max

1 1
.

2 2
f f e


   

   
 (9.19)

f(x) 

х0 xmax = μ     μ + σμ – σ

fmax 
1

2 

Рис. 9.8. График кривой нормального распределения (кривая Гаусса). Он сим-
метричен относительно точки x = μ
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Найдем вторую производную функции f (x):

  
   

2

2

2

2
23

1
1 .

2

x
x

f x e





 
    
    

 (9.20)

Нетрудно видеть, что f (x) обращается в ноль в точках x1 =  –  и 
x2 =  +  и меняет свой знак при переходе через эти точки (знак f (x) 
определяется знаком выражения в квадратных скобках). Следовательно, 
точки x1 =  –  и x2 =  +  являются точками перегиба графика фун-
кции f (x). График функции вогнутый при x <  –  и x >  +  (при 
этих значениях x вторая производная f (x) > 0) и выпуклый при 
 –  < x <  +  (здесь f (x) < 0).

Влияние параметров μ и σ на форму кривой 
нормального распределения

Нормальное распределение определяется двумя параметрами  — 
математическим ожиданием  и средним квадратическим отклонени-
ем . Различные случайные величины, распределенные по нормально-
му закону, имеют разные  и . Посмотрим, как изменяется вид кри-
вой нормального распределения при изменении отдельно параметров 
 или .

При изменении математического ожидания  и неизменном  кри-
вая нормального распределения, не изменяя своей формы, смещается 
вдоль оси 0x.

На рис. 9.9 изображены две кривые нормального распределения с 
разными  и одинаковыми , причем 2 > 1.

Действительно, как было показано ранее, максимумы кривых нахо-
дятся в точках x1 = 1 и x2 = 2, т. е. смещены вдоль оси 0x. То, что фор-
ма кривых одинакова, можно показать следующим образом. Переме-
стим начало координат в точку x1 = 1. Для этого введем новую пере-
менную z = x – 1. При этом форма кривой будет описываться 
функцией плотности вероятности

  
2

22 .
1

2

z

f z e



 

Переместив начало координат в точку x2 = 2, получим точно такую 
же функцию для второй кривой, т. е. форма кривых одинакова.
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Кривая нормального распределения имеет колоколообразный вид. 
Среднее квадратическое отклонение  определяет форму кривой в сле-
дующем смысле. Чем больше значение , тем меньше максимальное 
значение f (x), поскольку

 max
1

.
2

f 
 

Одновременно при увеличении  кривая становится более пологой.
Можно определить ширину кривой Гаусса как расстояние между 

двумя точками перегиба на ней. На рис. 9.10 это длины отрезков A1B1 и 
A2B2. Чем больше , тем длиннее отрезок, соединяющий точки переги-
ба, т. е. тем «шире» кривая. На рис. 9.10 изображены две кривые нор-
мального распределения с разными значениями , но одинаковыми , 
причем 2 > 1.

Действительно, как было показано ранее, точки x1 =  –  и 
x2 =  +  являются точками перегиба кривой нормального распределе-
ния. Они находятся на расстоянии  от точки максимума кривой 
xmax = . Таким образом, чем больше , тем дальше от максимума нахо-
дятся точки перегиба, т. е. тем «шире» кривая. Заметим, что в соответ-
ствии со свойством плотности вероятности (9.11), площадь под кривой 
нормального распределения равна 1. Поэтому чем меньше максималь-
ное fmax, тем «шире» кривая.

Среднее квадратическое отклонение  определяет среднее отклоне-
ние возможных значений случайной величины относительно математи-
ческого ожидания. Таким образом, более широкая форма кривой при 
бóльших значениях  наглядно показывает увеличение среднего откло-
нения значений случайной величины.

f(x) 

х0 μ1 μ2

μ2 > μ1

σ2 = σ1

Рис. 9.9. Кривые нормального распределения с разными значениями μ и оди-
наковыми σ
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Например, рост является непрерывной случайной величиной, рас-
пределенной приблизительно по нормальному закону в больших одно-
родных группах людей. Для разных групп параметры распределения  и 
 могут быть разными. Так, математическое ожидание распределения 
роста девушек меньше математического ожидания распределения роста 
юношей в одной и той же, однородной в других отношениях, группе.

Вероятность попадания значения нормально распределенной 
случайной величины в заданный интервал

С практической точки зрения важной является задача определения 
вероятности того, что в результате испытания или измерения значение 
случайной величины окажется внутри заранее заданного интервала.

Вероятность попадания значения нормально распределенной слу-
чайной величины в заданный интервал (a, b) равна:

   ,
b a

P a X b
               

 (9.21)

где P(a < X < b) — вероятность того, что в результате испытания значе-
ние случайной величины X окажется в интервале a < X < b,

  
2

2

0

1
Ф

2

uz

z e du



   (9.22)

Рис. 9.10. Кривые нормального распределения с разными значениями σ и оди-
наковыми μ

f(x) 

х

σ2

σ1

0

B1A1

B2
A2

xmax = μ

μ2 = μ1

σ2 > σ1

fmax 
1

22 
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— функция Лапласа, значения которой приведены в табл. П1 (см. при-
ложение);  — математическое ожидание;  — среднее квадратическое 
отклонение.

Нетрудно показать, что функция Φ(z) (9.22) нечетная, т. е. 
Φ(–z) = –Φ(z). Этим свойством пользуются, когда при решении задач 
один или оба аргумента Φ(z) оказываются отрицательными (в табл. П1 
приведены значения Φ(z) только для положительных z).

Пример 9.2. Полагая, что рост студенток в некотором городе распре-
делен по нормальному закону с  = 165 см и  = 5 см, найти вероят-
ность того, что рост случайным образом выбранной студентки окажется 
в пределах от 160 до 175 см.

Решение. Искомая вероятность рассчитывается по формуле (9.21) с 
a = 160 см, b = 175 см:

 
 

       

175 165 160 165
160 175

5 5

2 1 2 1 0,4772 0,3413 0,8185.

P X
            

   
        

Вывод формулы (9.21). Вычислим вероятность попадания значения 
нормально распределенной случайной величины в интервал (a, b). Для 
этого воспользуемся формулой (9.9), подставляя в качестве f (x) плот-
ность вероятности нормального распределения (9.18):

  
 2

221
.

2

xb

a

P a X b e dx


  
  

Сделаем в полученном интеграле замену переменных, вводя новую 
переменную .

x
u





 Дифференциал ,

dx
du 


 dx = du, а новые ниж-

ний и верхний пределы интегрирования равны соответственно 
a 


 и 
.

b 


Таким образом, получаем:

 

 
2 2 2

2 2

0
2 2 2

0

2 2

0 0

1 1 1

2 2 2

1 1
.

2 2

b b
u u u

a a

b a
u u

P a X b e du e du e du

e du e du

 
   

 
 

 
  

     
  

 
 

  

 
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При этом мы воспользовались свойствами определенного интеграла 
(см. § 6.2).

Рассмотрим функцию

  
2

2

0

1
.

2

uz

z e du


 
 

Эта функция называется функцией Лапласа. Она представляется в виде 
интеграла и не выражается через элементарные функции. Ее значения 
рассчитываются специальными методами и приведены в табл. П1 
(см. приложение).

Окончательно получаем вероятность попадания значения нормально 
распределенной случайной величины в заданный интервал:

   ,
b a

P a X b
               

где P(a < X < b) — вероятность того, что в результате испытания значе-
ние случайной величины X окажется в интервале a < X < b; Φ(z) — фун-
кция Лапласа (9.22);  — математическое ожидание;  — среднее ква-
дратическое отклонение.

Правило «трех сигм»
Рассчитаем вероятность того, что в результате испытания значение 

случайной величины, распределенной по нормальному закону, окажет-
ся в интервале от  – 3 до  + 3.

Расчет проводим по формуле (9.21) с a =  – 3, b =  + 3:

 
     

         

3 3
3 3

3 3
3 3 3 3 2 3 0,9973.

P X
          

                    
                      

Как видно, вероятность оказалась очень близкой к 1, т. е. при испы-
таниях или измерениях нормально распределенной случайной величи-
ны ее значения практически всегда (с вероятностью P = 0,9973) попа-
дают в интервал ( – 3,  + 3). Этот интервал иногда называют 
«трехсигмовым». Таким образом, можно сформулировать следующее 
правило.

Правило «трех сигм» . Значения случайной величины, распределен-
ной по нормальному закону, практически всегда лежат в интервале от 
 – 3 до  + 3, где  — математическое ожидание, а  — среднее ква-
дратическое отклонение.
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Полуширина (половина ширины) интервала равна 3. Расчет пока-
зывает, что для аналогичного интервала с полушириной 2 вероятность 
попадания случайной величины в соответствующий интервал от  – 2 
до  + 2 не так близка к 1. Она равна P( – 2 < X <  + 2) ≈ 0,9544. 
Поэтому выбирают интервал с полушириной 3 и формулируют прави-
ло трех сигм. На рис. 9.11 видно, что в точках x =  – 3 и x =  + 3 
плотность вероятности f (x) близка к нулю.

f(x) 

хμ0 μ – 3σ μ + 3σμ – 2σ μ + 2σμ – σ μ + σ

На практике правило «трех сигм» применяют для выявления того, 
является ли закон распределения случайной величины нормальным или 
нет. Если все полученные значения случайной величины попадают в 
интервал ( – 3,  + 3), то есть основания полагать, что закон рас-
пределения нормальный. Если некоторые значения оказываются вне 
этого интервала, значит, закон распределения не является нормальным. 
Как рассчитать неизвестные значения  и , будет показано в главе 10.

ЗАДАЧИ
9.1. Число девушек в двадцати учебных группах равно соответствен-

но 8, 5, 7, 8, 4, 6, 7, 5, 8, 6, 9, 6, 7, 5, 7, 4, 8, 4, 5, 7. Число девушек в груп-
пе, выбранной наугад, является случайной величиной. Составить ее за-
кон распределения. Найти его моду.

9.2. На экзамене по математике студенты получили 13 пятерок, 
38 четверок, 33 тройки. Составить закон распределения случайной ве-
личины, которой является оценка, полученная на экзамене наугад вы-
бранным студентом. Найти его моду.

9.3. Случайная величина имеет закон распределения, представ-
ленный табл. 9.6. Найти ее математическое ожидание, дисперсию и 
среднее квадратическое отклонение.

Рис. 9.11. Иллюстрация правила «трех сигм»
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Таблица 9.6. Данные к задаче 9.3

X 2 3 4 5
p 0,1 0,3 0,4 0,2

9.4. Игральный кубик имеет 6 одинаковых граней с числом очков от 
1 до 6. Составить закон распределения для случайной величины, пред-
ставляющей собой число очков, выпадающих при бросании кубика. 
Найти ее математическое ожидание, дисперсию и среднее ква-
дратическое отклонение.

9.5. Пусть случайная величина равна суммарному числу очков, 
выпавших на двух игральных кубиках, брошенных одновременно. 
Ее можно рассматривать как сумму двух независимых случайных ве-
личин, каждая из которых равна числу очков, выпавших на од ном 
кубике. Используя свойства математического ожидания и дис-
персии, найти математическое ожидание, дисперсию и среднее ква-
дратическое отклонение случайной величины, представляющей со-
бой суммарное число очков, выпавших на двух игральных кубиках 
одновременно.

9.6. Функция распределения случайной величины равна

     

0 при 0;

при 0 2;
2
1 при 2.

x

x
F x x

x




  

 

Найти ее плотность вероятности, математическое ожидание и ди-
сперсию. Найти вероятность попадания данной случайной величины в 
интервал от 0 до 1.

9.7. Функция распределения случайной величины равна

  

 

   

0 при ;
2

sin при ;
2 2

1 при .
2

x

F x a x b x

x

  

  

    

 


Найти ее плотность вероятности, параметры a и b, математическое 

ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение.
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9.8. Случайная величина распределена по нормальному закону с 
 = 3 и  = 2. Написать ее плотность вероятности.

9.9. Полагая, что концентрация эритроцитов в крови здоровых лю-
дей подчиняется нормальному закону распределения с  = 4,55 · 106 
(единиц в микролитре) и  = 0,275 · 106, найти вероятность того, что у 
обследуемого пациента концентрация эритроцитов окажется в пределах 
от 4,0 · 106 до 4,55 · 106.

9.10. Найти вероятность того, что случайная величина, распределен-
ная по нормальному закону, в результате испытания примет значение в 
интервале от  –  до  + , где  — математическое ожидание;  — 
среднее квадратическое отклонение.


